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案されている（Neutze et al., 2000; Huldt et al., 2003）．
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こうした方法を用い，実際に巨大ウィルスであるミミウィルスのコヒーレントX線イメージン




Sparse Phase Retrieval（SPR）法（Ikeda and Kono, 2012）について説明する．SPR 法は LASSO
などと同様に情報源の疎性を仮定した推定法であり（Tibshirani, 1996; Zhao and Yu, 2006），ベ








生体単粒子の電子密度を X線と垂直な面に射影したものを fxy ≥ 0，x,y = 1, . . . ,M と表わ
す．x,y は 2次元座標のインデックスである．X線レーザー光によって得られる回折画像はそ
の f のパワースペクトラム，すなわち 2次元フーリエ変換したものの大きさに対応する量で












通常，上式の右辺にある係数は 1/M ではなく 1/M2 だが，fxy と Fuv の 2乗ノルムを等しく
するため，本稿では上式の定義を用いる．簡便のため，以下の記号を定義しておく．
f = {fxy}= {f11, . . . ,fMM}, F = {Fuv}= {F11, . . . ,FMM}.
また，フーリエ変換を F =F(f) と表わすことにする．
2次元電子密度 f と理想的な回折画像 Suv の間には以下のような関係があることが知られ
ている．






図 1. 生体単粒子を用いた XFEL による回折実験の概略図．
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図 2. リゾチームの電子密度（左）と理想的な回折画像（右）．各画像は 308×308 の大きさ
の像である．
ここで rc は電子の古典半径（2.82×10−12 mm），λ は X線の波長（0.1 nm），σ は各次元のオー

















図 3. XFELによって得られると予想される回折画像．強度を表す I は
5.0× 1021photons/pulse/mm2 であり，観測面に到達した光子
の数は 4630 個である．
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uv Nuv の期待値は強度 I に比例し，
各画素で観測される光子数はポアソン分布に従うことが知られている．各画素で観測される光
子数は独立で，各 Nuv が独立でポアソン分布に従うというのは光学で一般的に用いられてい






（2.2）式より Suv は α を正の定数として Suv =α|Fuv |2cuv とかける．フーリエ変換によって得












まずは，光量は十分にあると仮定し，Suv から fxy を復元する際，なぜ位相回復問題が生じ
るかを説明する．
Suv が観測されるならば，|Fuv| が観測できるとして良い．Fuv は fxy のフーリエ変換にあ
たることから，逆フーリエ変換を用いて fxy が復元できそうである．しかし 観測されるのは，
Fuv の大きさのみであって位相情報は得られないため，逆フーリエ変換を適用できない．した
がって fxy の復元には困難が伴う．
別の見方をしよう．（2.1）式の Fuv の定義，そして fxy が実数をとることから，






















すなわち |FM−u M−v|= |Fuv| となる．回折画像 Suv は M2 画素の画像だが，そのうち半分は
同じ値を持つことになり，Suv からは M2/2 個の画素の値しか得られない．これらの値を用い
















subject to fxy ≥ 0,(x,y)∈ γ and fxy =0,(x,y) /∈ γ.
上式の目的関数は電子密度を f としたときの回折画像 |Fuv|2cuv と観測された回折画像の各画
素の値 Nuv との近さを表している．γ 上のみで正となりうる f によってこの目的関数を小さ
くすることが目的である（図 5）．
この問題を解くアルゴリズムとして広く用いられているのが hybrid input-output（HIO）法
（Fienup, 1978; Fienup, 1982; Miao et al., 1998）である．XFEL による単粒子回折画像の解析で
も HIO法が用いられている（Neutze et al., 2000; Huldt et al., 2003）．HIO法が（2.5）式の最適化
問題を解いていること，また，HIO法のアルゴリズムが既存の最適化法である Douglas-Rachford
法の適用例とみなせることは既に報告されている（Fienup, 1982; Bauschke et al., 2002）．
単粒子の重さなど他の指標によって f の正となりうる領域 γ がわかっていて，理想的な回
折画像 |Fuv|2cuv が正確に求まっている場合には，HIO 法によって電子密度が復元できる．し
かし，理想的な回折画像を実験的に得るためには，十分な光量が必要である．ミミウィルスを
対象とした XFEL による単粒子回折画像の解析に関する先行研究では HIO 法によって電子密
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とは問題設定，事前分布の選択が異なる（Irwan and Lane, 1998; Baskaran and Millane, 1999）．
事前分布は電子密度 f に関する知識を反映するものであることから，中心に高い確率で値
を持ち，具体的にどの画素かは分らないが，多くの画素が 0になると仮定するのが妥当だろう．






p(fxy), p(fxy)= ρxy exp(−ρxyfxy), fxy ≥ 0, ρxy≥ 0,
定義から分かるように，事前分布では各画素 fxy は独立であるとしている．また，ρxy はハイ
パーパラメータである．このような関数による事前分布を用いることによって，具体的に画素
を指定することなく多くの画素が 0となるが，ρxy の値が大きいほど fxy =0 となり易い．我々
は周辺のほうが 0が多くなるように，ρxy を x,y の関数として以下のような関数 ρ(μ)xy と定
めた．















回折画像 N を観測したときの電子密度 f の事後分布は，事前分布と尤度に対して以下の関
係を持つ．
p(f |N )∝ p(N |f)p(f).
MAP 推定を考えるために（2.3）式の対数をとり p(f |N )から f に関連する項を取り出す．その
図 6. 事前分布の重み wxy の 3 次元表示．周辺が 0 となり易い．
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結果，以下の関数が得られる．









Lane, 1998））．第 2項は指数分布による事前分布に関する項である．（3.1）式で導入した μ は 2
つの項のバランスを調整するパラメータとみなすことができる．SPR 法では（3.2）式を最大に
する f を求める．すなわち，以下の最適化問題を解く．
maximize 	µ(f |N ) subject to fxy ≥ 0 (1≤x,y≤M).(3.3)
一般に，目的関数 	µ(f |N )は f に関して上に凸な関数ではない．しかし，（3.3）式から，μ をひ
とつ決めればそれに応じた最適化問題が定まる．従って，どのように最適値を与える f を求め
るかは別にして，μ をひとつ決めればそれに応じた f がひとつ決まる．我々は予め μ を決め
ることはせず，いくつかの μ に対してこの問題を解くことにする．その中からどの μ に対す
る電子密度を用いるかは後で議論する．














































	µ(f |N )の f による微分を計算するためには f のフーリエ変換が必要になり，さらに g(F ;N)
に対して逆フーリエ変換を行なう必要がある．SPR 法は勾配法を用いるため，繰り返し演算が
必要になるが，その 1ステップの計算量は，同じく繰り返し演算を必要とする HIO 法の 1ス
テップの計算量と同程度である（Fienup, 1982）．電子密度 fxy，x,y=1, . . . ,M の勾配法に基づ
く更新則は以下のように書ける．
(3.4) f t+1xy =max
(
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ここで t は繰り返しの回数を示し，max 操作によって fxy は非負となる．正の定数 ηt がステッ
プ幅を示すが，このステップ幅を直線探索によって変化させることによって収束速度が飛躍的
に向上する．

















0, (x,y) /∈ γ,
上式で A,C は正の定数である．尤度は指数の肩に 2乗誤差が乗った正規分布の形をしている
が |Fuv| が非負であるために規格化定数は正規分布のものとは異なる．また，事前分布は一様





SPR法では γ を設定する必要はない．ただし，μ という新たなパラメータを調整する必要が
ある．
3.4 数値実験
本節では図 3に示した回折画像に対して SPR法を適用した結果を示す．図 7は μ を変化さ
せて復元したタンパク質分子の電子密度を示したものである．大きい μ に対しては多くの画素
で電子密度が 0と推定されていることがわかる．ある程度小さい μ に対しては図 2左にある
電子密度を十分に復元できる．
ここで問題となるのは μ の選択である．μ を小さくすると，一般に尤度は大きくなる．適







図 7. SPR 法によって復元された 2 次元電子密度．
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め，他の方法を考える必要がある．
この点は LASSO を用いたデータ解析でも問題となる．Zou らは LASSOでは，0でないパ
ラメータの個数が確率モデルの自由度（degree of freedom）の推定量となることを示している
（Zou et al., 2007）．そして μ を選択するときに自由度を罰則項に含むモデル選択基準，Akaike












ここで Fˆ (μ)uv は Fˆ (μ)uv = F(fˆ(μ))uv とした．ErrorF = 0 となるのなら，|Fˆ (μ)uv|cuv1/2 =
Nuv
1/2 であり，尤度は最大になる．しかし，ErrorF は SPR法の尤度とは異なるため，μ を小
さくしたとしても ErrorF は必ずしも減少しない．厳密な議論ではないが，μを非常に大きな値
から小さくしていくと，ErrorF は徐々に小さくなり，どこかで増加に転じる．そこで ErrorF
を最も小さくする μ を選ぶことにする．図 3の回折画像に対して μを変化させ，それぞれに対
する ErrorF を表示したものが図 8である．μは 1×104 から 1×10−2 まで変化させた．ErrorF
を最も小さくする μ は μ=0.1 であった．なお，このときの復元された電子密度画像は図 7の
右，ErrorF の値は 0.209 であった．同じデータに対して HIO法を用いて電子密度を復元した
とき（ただし，fxy が正となりうる領域 γ は 159 × 159 画素の正方形の領域とした．）の ErrorF
は 0.220 であった．
最後に計算速度について述べる．SPR法は Intel Xeon X5570（2.93 GHz 4 cores）を搭載した





図 8. 図 3の回折画像に対して µを変化させて SPR法を行った結果得られた ErrorF を示し
たもの．黒い三角形は最小の ErrorF に示した．横軸 µ は左から右に増加するが，実
験を行なう際には大きい µ から始めて小さくしていった．















ものとなる．既存法では γ 領域内での f で回折画像を表現しなければならないが，SPR 法で












1) 独立法人理化学研究所播磨研究所 X線自由電子レーザー，http://xfel.riken.jp を参照．
2) 分子のサイズが大きい場合にはより鮮明な画像が得られるが，生体単粒子の回折画像は
この程度の光子数だと推定される．
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Molecular Electron Density Estimation with X-ray Free Electron Laser
Shiro Ikeda1 and Hidetoshi Kono2
1The Institute of Statistical Mathematics
2Japan Atomic Energy Agency
New laser equipment x-ray free electron laser facilities are built in the United States,
Europe, Japan, and Korea. A variety of new experiments in physics, chemistry, and biology
are being carried out with this new X-ray laser, and new data will be collected. We explain
one such experiment, electron density estimation from a single biological particle, and
show our recent result on phase retrieval, which recovers the two-dimensional electron
density from a two-dimensional X-ray diﬀraction pattern.
Key words: Phase retrieval, X-ray diﬀraction imaging, MAP estimation, sparsity.
